BTS MAVA Mathématiques

T TD 1 - APPLICATION DU COURS k‘%»
PROPOSITION DE CORRECTION

Exercice 1 - Résoudre les équations différentielles suivantes

a)y’+y=0avecy(0)=3 < Du typeay +by=0;a=1;b=1 (Formulaire)

Le formulaire donne y = C . e " comme solutions de y’ +ay = 0 avec F(t) primitive de b
a

Onadonc: y=ke"' puisque F (t) =t est une primitive de b_ 1
a
Condition Initiale (C.I) : y(0) =3 soit 3=k.e’® k=3
Finalement y=3e ”
b) y’+5y=0avecy (0)=10e :> Dutypeay +by=0;a=1 ;b=5

On donc| Y = ke>' | puisqueF (t) =5t est primitive de b_s (Formulaire)
a

C.l :y'(0)=10e & -5ke®°=10e car y’(t)=-5ke 5!
& -5k=10e
& k =-2e

Finalement y=-2eeSt=-2e5t
c)13y’-2 y=0avecy(13)=e? :> Dutypeay +by=0;a=13 ;b=-2
5 AR, b )
’ £ = ‘ol — 13 = £
y' +e 5 vy=0 d’ou y=ke (Ona—=-43)
Cl: y(3)=e? & ke’=e?
& k=1
2 ¢
Finalement y=e 13
dy’'-yin3 =0 ) Dutypeay +by=0;a=1;b=-1In3
R N . — k eX.|n3 b _
On obtient a l'aide du formulaire y (Ona—-=-1In3)
a
cl ke M=o & k3=9
& k=3
Finalement y = 3e xIn3
C.TESTI 1-

http://www.chez.com/christophetesti/



BTS MAVA Mathématiques

e)y’=§y¢> y’—%yzo :> Dutypeay’+by=0;a=1;b=—§
Z b 2
On obtient a I'aide du formulaire y=C.e 3 (Ona—-—=- 5)
a
2 23 2
C.l: —Ce‘?’2 =e & —Ce=e
- 3 3
®© c=3 2.
2 _ 3,3
Finalement y= 2

Rappel: le coefficient directeur de la tangente en un point d’abscisse a est égal au nombre
dérivé en ce point.

Exercice 2 - Résoudre les équations différentielles suivantes
a) 9y’ - 12y’ +4y=0 ; y(1)=0 et y’(0)=%.

En utilisant le formulaire, on construit I’équation caractéristique :
9r2-12r+4=0
Onaalors: D=(-12)2-4.9.4 =144-144 = 0 qui a pour solution double :

__ (12

fh=- —2 =

2.9

BIS
[l
w|N

On a d’aprés le formulaire :
2
y=(l t+ m)e'°t Soit “ y(t)=(t+n)e 3t
ey 2t 2 24
On calcule pourlasuite: y’ (t)=1.e 3 + (| t+m). Ee 3
2.
Soit y'(t)=(|+§rr+§lt)e 3t
Conditions Initiales :
2 2
y(1)=0 (I .1+n)e 2=0 soit | +nr =0 care31 0
et e
2
2 2 70 1
ro)=1 | +Zp+21.0)e 3 ==
y' =1 (I +Zm+21.0) :
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2 1
| +Zp= =
3 3
|l =-m
& —n‘+gn‘=l
3 3
Soit | =1 et m=-1
: 2,
Finalement y(t)= (—t+1)e gt
b) 2y’-7y’'-15y=0 ; y(0)=3 et y’'(0)=-1.

Equation Caractéristique : 2r2 -7r-15y=0
D=(-7)2-4.2.(-15)= 49+ 120=169 > 0donc 2 solutionsréellesr, etr.,:

~(-7)-4169 _ 7-13_ 3 - (-7)+4169 _
3 et =~~~ """ =5

= = =
2.2 4 2.2

3

On a d’apreés le formulaire :

yzler1x+n,er2x Soit “ y(t):| e E_l_n,eSX
On calcule pour la suite y’(x)=-gl e 2 +5p e ¥
Conditions Initiales :

y(0)=3 | e®+npe®=3
et &

y () =-1 —gl e'+5pe%=_1

2o I

EI +5np =-1
2

s
IRt
{

& | =3-nm

-3(@-n)+ 10 =-2
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& | =3-n
- 9+3n+10pr =-2

& |l =3-nm

13m =7

13 13
_ T
n"__
13

—_ 32 7 5 x
Finalement y(t)= Ee - +Ee
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ﬁf TD 2 — APPLICATION DU COURS {’3”

PROPOSITION DE CORRECTION

Exercice 1 — Résoudre les équations différentielles suivantes
a) 2y’ -7y +5y=212+3t

Premiére étape : recherche de yssm(t) : solution sans second membre (essm)

ESSM : 2y’ -7y +5y=0
Equation caractéristique : 1r2-7r+5=0
D=(-7)2-4.2.5=9>0 et D=3
Deux solutions r, = —0"3 =1 etr,= _C0*3 5
2.2 2.2 2
D’ou
t, o3
yssm(t) =1 e +ne?

Deuxiéme étape : recherche de yp (t) : solution particuliére

Le second membre 2 t 2+3 t est un polynébme de degré 2, les coefficients (2 ; -7 ; 5) de (E)
sont différents de 0, on en conclue que yp (t) est un polynédme de degré 2.

Posons yp(t)=a t2+ pt+getcherchonsa , b etg
On a y'’p(t)y=2at +bp
Et y’p(t)=2a
Siyp solution de ( E) alors on doit avoir 2yp”-7yp’+5yp = 2t2+ 3t
@ 2(2a)-7(at+b) +5(at2+ pt+g) = 2t2+ 3t
& 4a -14at -7b +5a t2+5pbt+5¢g = 2t2+ 3t
& 4a-7b +5g)+(-14a+5p)t+5a t2 = 2t2+ 3t
ba =2 Identification des termes de degré 2
& (-14a+5b)=3 Identification des termes de degreé 1
4a -7b +5g=0 Identification des termes de degre O
C.TESTI 5_
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-

2
a = =
5
® (14 53+5|o)=3
2
42_-7p+5g=0
. 5
.
2
a = =
5
5 5
L 5
.
2
a =
5
o < b=4—3
25
59 = §+ 7 4_3=£+g=% soit g= ﬂ
L 5 2l 25 24 25 125
2., ., 43, 341
On adonc yp(t)‘gt +2_5t+12_5
. y(t)=1 eteper+ 2t2+ B34
Finalement \ } \5 25 125/
‘Y' ‘Y’
yssm (t) yp (1)

b) X7 +4x’ +8x=3sint-cost

Premiére étape : recherche de yssm(t) : solution sans second membre (essm)

ESSM : X" +4x +8x =0
Equation caractéristique : 1r2+4r+8=0
D=42-4.1.8=-16 <0 D=16i2
Ontrouver, =-2 + 2i etr,=-2-2i (Soita =-2 et b =2)
On a donc - yssm (t) = (C,cos 2t + C2sin 2t) e **
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Deuxiéme étape : recherche de xp (t) : solution particuliére

Le second membre est égal a 3 sint—- cos ton en conclue queyp (t) =Asint+ Bcost

Posons xp(t)=Asint+Bcost et cherchons A et B (réels)
Ona Xp’(t)=Acost -B sint

puis xp” (t)=-Asint — Bcost

Si xp solution de ( E ) alors on doit avoir Xp” +4xp’ + 8 xp =3sint-cost

< —-Asint - Bcost +4(Acost-Bsint)+8 (Asint+Bcost)=3sint-cost
&-Asint - Bcost +4Acost —4Bsint+ 8Asint+8Bcost=3sint-cost
< (-A-4B+8A)sint +(- B+4A+8B)cost=3sint+ (-1)cost

& (7 A-4B)sint +(4A+7B)cost=3sint+ (-1)cost

~

(7TA-4B)=3 ®
& <
[4A+7B=-1 @
.
49 A- 28 B =21 7x@
& <
16 A+28B=-4 4x @
-
En additionnant 7 x ® et 4 x @ on obtient
P
49 A-28B+ 16 A+28B =21-4s0it65A=17 d’ou T e
En remplacant A par dans @ on obtient
- 65 i - 19
7B=—1—4£= 65 68: 133 Soit =£soit B=-—
65 65 65.7 65

xp(t)= %sint—gsint

D’ou ‘

Finalement la solution générale est:

x(t)=(C,cos2t+ C2sin2t)e * + %sint — E_Zcost
‘\ /' |\ /'

xssm (t) xp (t)
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C) Xy +2y= (y est une fonction de x)

_2
X(X+1)
Premiere étape : recherche de yssm(t) : solution sans second membre (essm)

o xL+2=0
y
& Xl:_z
y
& llz_z_l
y X
& Iny=-2Inx+C
&  Iny=In(x"?) +C
® Iny=In(x"?) +InC1 avec InCl1=C
& Iny=In(Clx?)
a4 |ny=|n(g‘)
X2
X2
Finalement ‘ yssm (x) = %

Deuxiéme étape : recherche de yp (t) : solution particuliere

Le second membre étant d’une forme «non classique » on utlise la méthode dite de «variation
de la constante ».

» Onpose yp= 2

X2
» On cherche z qui est la variable qui « remplace» la constante C1 de yssm

Ona o (X) — Z' x2)-(422x
On remplace yp et yp’ dans (E)
'X2 - '%2 -
X(—ZXX4ZZX)+2%:ﬁ & —ZXX3ZZX+2%=ﬁ
® S -2i2iscly
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Comme

X

Finalement la solution générale est:

Exercice 2

(E): 3y’'-7y=2e™.

1.

Mathématiques

(c,, constante réelle)

Z __2
X T
& yA—
X+1
& z’ ZZL
X+1
& z =2 In(x+1)+c,
z =In[(x+1)2]+Inc,
z =Infc,(x+1)2]
yp = Z, on afinalement _ In[ca(x +1)2]
: yp(x) =
In[co(x +1) 2]
— Cl
yg(t)=>= + v
\_V_, L
Y
yssm (x) yp (x)
y, = ae * solution de (E) =g y, vérifie (E)
A 3y," =7y :
& 3[a.(-l)e *]-7ae ™ =2e7".
& -3ae *-7ae*=2e
& -10ae™*=2e7"
& -10a =2
1
& a = -—
5
S
yi(x)=- ge X

Soit

2. Montrez que y est solution de ( E ) si et seulement si y -y, est solution de I’équation
différentielle (E’) : 3y’ -7y =0.

C.TESTI
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y -y, solution de (E’) & y-Yy, Vérifie (E")
@ 3(y-y) ' -7(y-y.)=0
®  3y'-3y,'-7y+7y;=0
& 3y'-7y -(3y1 -7y,)=0
& 3y’-7y —2e =0 cary, solutionde (E)
& 3y’-7y =2e7*
& y solution de (E)
Finalement y solution de ( E) si et seulement siy -y, solution de (E’)

Résolutionde (E’): 3y’ -7y =0

A I'aide du formulaire on obtient comme solution générale sans second membre :

e
y(x)=ke 3

Finalement la solution générale est:

i 1
yg(x)=ke 3% —ce™
\ L2

AN 7

Y Y
y (x) yl(x)
1
Cl: yoy=2 o ke —z2e0 =14
5 5 5
o k_}: f
5 5
1
& k= — + ﬂ:l
5 5
Iy 1 _
Finalement f(x)=e 37 - ge
Exercice 3 (E) y” + 16y =2 sin 2x —3 c0OS 2x.

Premiére étape : recherche de yssm (x ) : solution sans second membre (essm)

ESSM : y’'+16y=0
Equation caractéristique : ra+16=0 soit rpL=0+4i et r,=0-4i
C.TESTI -10 -
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Onadonca =0 et b=

Le formulaire nous donne yssm (x)=e&*( 1 cos bXx+ nsin bX)

Soit yssm( X ) = | cos 4x + nsin 4x

Deuxieme étape : recherche de yp ( x ) : solution particuliere

Le second membre est 2 sin 2x— 3 cos 2x, on cherche donc yp ( x) de la méme forme.

On pose donc yp(x) =Asin2x + Bcos 2x et on cherche A et B réels.
Ona : yp(x) = Asin 2x + B cos 2x
On obtient : yp '’ (x) =2 A cos 2x -2B sin 2x
Puis : yp ” (x) =-4 Asin 2x -4B cos 2x

On remplace yp(x) et yp”’ (x)dans (E)

y” + 16 y = 2 sin 2x —3 cos 2x
& (-4 Asin 2x-4B cos 2x ) + 16 (A sin 2x + B cos 2x) = 2 sin 2x —3 cos 2x
& 12 Asin 2x +12 B cos 2x = 2 sin 2x — 3 cos 2x

< 12A=2 et 12B =-3

& :1 et B =- l
6 4
On a donc — 1 1
yp(x) = < sin 2X - Zcos 2X

Finalement la solution générale est:

yg (X ) = | cos 4x + nsin 4x +%sin 2X - %cos 2X
\
yssm (x) yp (x)
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http://www.chez.com/christophetesti/



BTS MAVA Mathématiques

TD 3 - DU COTE DE L’EXAMEN ... %}?

Exercice 1 — D’aprés BTS MAVA 2004 - Exercice 2 — Partie A

On considére I’équation différentielle (E):y’ + (0,4 x)y = 0,4 x ou y est une fonction de la
variable réelle x, définie et dérivable sur [0 ;+ ¥ [ et y’ sa fonction dérivée.

1. (Eo) : y' +(0,4)y =0

2
a=1 b=0,4x donc E=0,4x G(x)=0,4%=O,2x2estuneprimitivedeE.
a a

Le formulaire nous donne comme solutions: | Y (X) = ke - 0,2 x 2

2. Sih(x) =1 est une solution particuliére de I’équation différentielle ( E ) alors h ( x ) doit
vérifier (E)

h(x)=1 soith’(x)=0

Ona h’(x)+0,4xh(x) = 0+04x.1
= 0,4 x
Donc h (x) =1 estune solution particuliere de (E) H
3. Les solutions f (x) de ( E ) sont donc de la forme : f(x)=ke %% +1

4. SiF(x)=1-e7%* ona bien:

F(x)=1-1e ~%?%

du méme type que f ( x) donc solutionde (E) (Ona k=1)
F(O)= 1-1.e°=1-1=0 ce qui vérifie la condition initiale donnée.

Exercice 2 - D’aprés BTS MAVA 2003 - Exercice 2 — Partie A

(E)r:ry’+y=2e7*

1. (E)):y’+y =0 Dutypeay +by=0;a=1;b=1 (Formulaire)

G (X)= x est une primitive de b
a

Le formulaire nous donne y=k e* comme solutions de ( E, )

C.TESTI 12—
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2. Si h(x) =2 x e " solution particuliere de (E) alors h ( x) doit vérifier (E)

Ona: h(x)= 2xe * dou h’(x) = 2e *+2x(-e )
= 2(1-x)e °*
h’(x)+h(x)=2(1-x)e *+2xe "
=2e 7 -2xe "+2xe "
=2e
Donc “ h (x)=2xe ~*estbien solution particuliere de (E) “

3. Onadonc f(x) comme solution généralede (E) :f(x) =k e™ +2xe ~*

Soit f(x)=(@x+k)e*

4 f(0)=3 © (20+k)e°=3
® kl1=3  soitk=3

Finalement f(x)=2x+3)e

Exercice 3 - D’aprés BTS MAVA 2002 - Exercice 2 — Partie A
(E):y"-y '-2y=(-6x-4)e””
1. (Eg):y’-y -2y =0.

Equation caractéristique : rz-r-2=0 D=(1)2-4(1)(-2)=9=>0
Soit rn=-1 et =2

y(x)=1¢e * + npe 2%

Le formulaire nous donne ‘

2. h(x) = (x2+2x) e ~* solution particuliere de (E) < h (x) vérifie (E)
’ 2x+2) e "+ (x2+2x) (-1)e "

(x)=(
X)=e (-x2+2)

h
h°
h”(x)=(-1)e*(x2+2)+e ™ (-2x)
h”(x)=-e™* (-x2+2x+2)
h”(x) -h’(x)-2h(x) —e " (-x2+2x+2)-e " (-x2+2)-2(x2+2x) e "
e " (X2-2X-2+x2-2-2x2-4x)

e (-6x-4)
|| Donc h(x) = (x2+2x) e ~* solution particuliere de ( E) ||
C.TESTI -13 -
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3. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ( E ) est donc donné par:

yg(x)=1¢€e * +npe 2+ (x2+2x)e*

yg(x)=(x2+2x+l )e * + ne ** H

4. fsolutionde (E) vérifie f(0 ) =1letf*(0)=1

-

(0242.0+1 )e " °+ npe ?2°=0
P
(2.0+2)e % +(024+2.0+] ).(-)e " °+2pe 2°=1
(.
.1+ n.1=0
PEN <
21 -1 +2n.1=1
.
| + n=0
PP
2-1 +2np =1
(.
l =—n
PR
2+ p+2n=1
.
|l =—-n
PR
3n=-1
(.
( |:1
3
PR
_ 1
L m=-=
3
1y . - 1,
f(x)=(x2+2x+=)e * - —e ¥
3 3
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