BTS M.A.V.A Mathématiques — Nombres complexes

TD 1 - 2 heures — Applications de cours — Proposition de correction

Exercice 1 - Forme trigonométrique — Notation d’Euler

a z=1+1.i |z|:\/12+12:\/§
cOoS q = i:ﬁ Sinq = i:ﬁ
2 2 J2o2
_p . _ iz
doncq—z soit z—ﬁ.e'4
b) z=-1-i
lz1=(-22+(D2=42
cos q :-i:_ﬂ sinq = -i:_ﬁ
2 2 J2 2
—_3 : 3
doncq———f— soit Z:ﬁ_e-l—g—
¢ z=-5i
l|z]=402+(-52=5
0 _ -5
cosq =—=0 snqQ = —=-1
5 5 D
doncq=—£2 soit Z:5'e_l2
d)z=-1-i+3
2] = (-)2+(-3)2=Ja=2
-1 . E
cosq = — sing = -—
q 2 a 2
-2 - z7=2.e1%2
doncq = -5 soit 3
e) z=-3 +i
121 = (-3 +12=a=2
cosqz—g singq = —
donc g = > soit z=2¢X
6 6
f) z=cos9 —isin °
4 4
@) 0 @) 0
z=cos(-—) +i.sin(-—)=1(cos(-—) +i. sin(-—
(4) (~4) ( (4) (4))
donc|z|=1etq=-9 soit P
4 z=e'y
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Exercice 2 - Passage de la forme trigpnométrique a la forme algébrique

a)

b)

c)

d)

0
r=3etq = —
a 6
z=3(cosg+isin9)=3(ﬁ+i£)
6 6 2 2
0
r=2etq = —
g 4
z=2(cosg+isin9):2(£+i£)
4 4 2 2
1 -0
r=-etq=—
2 a 3
1 -G -G 11
z= —(cos—o+isin —O):—(—+i(—
2 3 3 22
50

r=1etq :T

56 . . 50
Z= COS — +I| SIh —
4 4

J3
7))

soit

soit ” z= 42 +i2

soit

r=2etq = 2,15 (valeurs approchées a 103 pres des réels a et b)

z=2(cos 2,15 +isin 2,15)
z=2co0s 2,15+ 2isin 2,15)

| 2=-1,005 + 1,674

soit

Exercice 3 - Résoudre dans C les équations suivantes (Résultats sous forme algébrique)

1°)

(1+3i)z+2-4i=0 &

2°)

(1+3i)z+2-4i=0

(1+3i)z=-2+4i
_ -2+4i _ (-2+4i)(-3)

P w3y @+sn-3)
-2+6i +4i-122  -2+10i - 12.(-1)
& zZ = - =
12- (3i)? 12-9¢2
o _ 10+10i :10+10i
1- 9.(-1 10 I
& z=1+i soit ” S={1+i}
z+1=(z-1)(1+1i)
z+1=(z-1)(1+i) <« z+1=2z(1+i)-(1+i)
< z(1-(A+i))=-@A+i)-1
< z(1-1-i)=-1-i-1
& —iz==-2-i
< iCiz)=i(-2-1i)
& -kz=-2i-i2 ;
& -(-l)z=-2i-(1 .
& z(=2§i+ll() soit ” S={1—2|}
_2-
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BTS M.A.V.A Mathématiques — Nombres complexes
Exercice 4 - Résoudre dans C les équations suivantes (Résultats sous forme algébrique)

a) 22=5+12i
Méthode trigonométrique : a t-on z2=r.el
r=]5+12i] = /52+122=/169 = 13

cos (g = % donc g n’est pas un angle «simple » (comme %oug...)

On passe donc a la méthode algébrique.

Méthode aloébrigue :
En posant z=x + iy ou x ety sont des réels a déterminer.
Ona Z2=(X+iy)2=x2+ 2xyi+(iy)?

Z2 =X2 + 2xy i+i2 y2 = X2 — y2+2xyi

Comme z2=5+12i

Ona [Re (z2) =Re (5+121) X2-y2=5 o
Im (z2) = Im (5+12) & 2xy =12 (2]
|1z2] = | 5+ 12i] (1/x2+y2)2:13 (3]
X2-y2=5 o
& 2xy=12 (2]

X2+y2=13

Rq : 'équation © peut paraitre inutile puisque @ et @ suffisent mais @+ ® permet d’éliminer
I'inconnue y

0+6© : X2-y2+x2+4+y2=5+13
& 2x2=18
& X2 =9
& Xx=3 ou x=-3
Dans ® 2xy =12 & Xy =6
& y:E
X
& x=3ety=g=2 ou x=-3ety=%=-2
Finalement S:{(3+2|),(-3'2|)}
b)2+2z+1-i =0
D =(2)2-4.1.(1-))
D=4-4+4i
D =4i
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On cherched tel qued 2= D2 = 4i
2 i
Commei=e 2onad2=4e 2

Mathématiques — Nombres complexes

o d = 714e?
o d=r21e?
p 1
d = 2(e2)2
pl
d =12.e22
i
=3 d ="2e*
Soitd ; = 2.(cos P isin B) et d,=-2.(cos P i isin B)
4 4 4
Soitd —2(£+ £) et d,=-2. (£+ £)
Soit =J2+i42 et d,=-2-i42
Soit zl=—_2+\/5+h/E et 22=—_2_\/§_|\/5
2.1 21
2 2 2 2
Finalement S = 1+‘/_+|£ 1- ‘/_ |£
{(- )i %)}
c)z2-(3+2i)+1+3i=0
D=[(83+2i)]2-4.1.(1+3i)
D=(3+2i)2-4-12i
D=9+12i-4 -4-12i
D:
On cherched tel qued2=D2=1 & d,=1 ou d,=1
Soit  z - (8*ai)+l et Z; - (8rai)+l
21 21
. 3-2i+1 3-2i-1
Soit z,= ——— et Z,= ——
2 2
Soit leﬂ et 22=£
2 2
Finalement S={(2-1); (- i)}
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BTS M.A.V.A Mathématiques — Nombres complexes

TD 2 - Applications du cours — Proposition de correction

Exercice 1 - Utilisation des formules de Moivre et d’Euler

Rappel sur le développement de (a*b) " a I’'aide du Triangle de Pascal
(a+b) =c.a + c,.ad"™b + c,. @22+ ... + C,.ab™ +c,.b"
Ex:(a+b)2=2a2+ 2.a.b+ b2

Rq : pour (a-b)" le signe devant ¢" « change » une fois sur deux.

nic|c c|c, |cs...
0 1F [ @+b)’=1
1111 .| (a+b)}=1.a+1b
21112 1 ... | (a+b)*=1.a2+ 2.a.b + b2
3143 3|1 ... | (a+b)*=1.2> + 3.a2.b + 3.a.b2 + b*
4|1 ['4 6\4 |1 (a+b)*=1.a" + 4.a8°.b + +.a2.b2 + 4.a. b® + b*
n|..]. ..[N]..]..[@b=c,a"+c,ab+ ... +c, ,.ab™+c.b"
\ 3+3=6
1+3=14
eiq +e-iq
cos®? = (——)°
2
= (%)3 [(€9)° + 3(€9)2 (e )+3.(€9).(e)2+(e )]
= l(e3iq +3e?7 e +3.€9, e?+e %)
8
= % (% + 3€9+3e M +e %)
= % [e% +e 3 +3(€'+e)]
1 e3‘q +e-3iq eiq +e'iq
= —[(———)*+*3 (——)]
4 2 2
cos372=1 0033q+§cos q
Finalement ’ 4" 4
iq _ e-iq
sin®? =(——)*

2i
= (%)“ [(€9)* + 4(€9)%(e)+6.(€7)2. (e )2+4(e").(e ) *+(e* )]

= (%)4(1)4%(e4iq +4e% e +6e? e %7 +4.€%.e % + 1)
i
— %.1(6‘“" -4e39-1d 4 ga2id-2id_g aid-3iq +e-4iQ)

= 1—16(e“"q -4e7+6€°- 4.7+ 1)
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= 1—16[e‘“q+ e¥-4 (e?+e?)+6]
1 e4iq +e—4iq e2iq +e—2iq 6

= — -4 + —
5 [( > ) =4 ( > )] 16

indo — 1 1 3
Finalement sin™"? = E-COS 4q - ECOSZQ +§

Exercice 2 - Nombres complexes et géométrie

1. Z=0 & @Z+1+i)(z-i)
& (z+1+i)=0 ou
& z=-1-1i ou

N
I
- =
[l
o
[

| s={(1-); -3

((x+iy) +1+i)((x-iy)-i)
(XHY)X = 1Yy) = i(x+iy) +x—iy —i +ix —i2y-P
X2—2y2 - iXx—2y +X —iy—i +ix —i2y -2
X2+y2+y+x—iy—-i +y+1
X2+X+y2+2y+1+i(-y-1)

Finalement Z=X+iY avec X=X2+x+y2+2y+1
Y=-y-1

3. Zestunimaginaire pur < Re(2)=0
& X2+x+y2+2y+1 =0

1.1
& X2+ _-)2-—_ +(y+1)2=0
( 2) 2 (y+1)

® Ry 1E=

NP

& (x+%)2 +(y+1>2=(%>2

& (x—(-%))2+<y—(-1))2=(%)2

Finalement (E) est le cercle de centre C (-% :-1) et de rayon %

Rappel : (x —a) 2 + ( y-b)2 = R 2 est I'équation cartésienne du cercle ( C ) de centre A (a;b) et

derayonR
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Exercice 3 - Nombre complexes et représentation géométrique

a)

C.TESTI

lzl=2® || OM |1 =2 < M appartient au cercle de centre O et de rayon 2

(E) estlecercleC (0 ;2)

argz =- % & ( u ;(W) =- % < M appartient a la demi droite d’origine O exclu et

O
de coefficient directeur— 1 (-1 = tan Y ).

(F):y=-x,x>0‘|

a)  AM (z-(1-3i) soit AM (z -1+3i)

b) |z-1+3i|=2 ©|IAM]|]=2
& MI C(A2)

(G) est le cercle de centre A (1-3i) et de rayon 2 u

- — @)
S(U;AM ) =- Z
& M appartient a la demi droite d’origine A exclu et de coefficient

arg (z-1+3i)= -

| O

. O
directeur -1 (-1 = tan—j ).

(H):y=-x-2,x>1

Im (E)

Re

(H)
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TD 3 - A réaliser en autonomie ...

Exercice 1
1 2(z-1)-1 2z-2-1 2z-3 ,
1. 2-— = = = =
z-1 z-1 z-1 2z-1
1
2. z > z=z-1 — ZZ:z_ = Z3=-2, = z,= 2+ 74
1

z, : Translation de vecteur u;(-1 ;0)
z, : Inversion complexe

Z, : Symétrie par rapport a I’origine
z, : Translation de vecteur u, (2 ;0)

3. Dans un repere (O; a; \7), tracer le point M’ (z ), image de M (z)
Ex :z=2+i
M,
1 PN M
7 |
Mo g PR oW
/
N I
N s
| L~ | ! |
o (1
N
N I
\M2 I
Sl
N
— d

Onlitzz=15+0,5i

2(2+i)- 3:1+2i _(1+2)1- i)
2+i-1 1+ (A+i)A-i)
otz 21227 3,1,
12-j2 2 2
Soitz=15+0,51i

Par le calcul on obtient z’ =
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BTS M.A.V.A Mathématiques — Nombres complexes
Exercice 2

1. Ona OM =%(Om +OM1 ) ou M, est I'image de M par I'inversion complexe.

BX :m=1+i

zZ = %[r(cos g+isin q)+ 1 (cos g-isinq)]
r

1 1 11
Z = —(r+-)cosq+i—(r-—)sing
2 r 2

Z =X+iY

X= l(r+l) COS q

On adonc 12 1r

Y = E(r——) sin q
r

2. Si m décrit le cercle C de centre O et de rayon R montrer que M décrit I'ellipse

2
axe  , A® 1. Quel est le transformé de C ?

RAg2 (R- 2

d’équation

X = l(r +1) cos g
2 r
X2 = 1(r +l)2 cos 2q
4 r
4AX2 = (r +1)2 cos2q
r
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4x2

Y?2
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=cos2( On a de méme 1 =sin2q
r+— 2 r- — 2
(r+2) )
Oronacos2q +sin2g =1donc 4X2 " 4Y?2 -
1 2 1 2 B
Equation d’ellipse : (HF) (r- ?)
(x-x0)2 (y- y0)* _,
az b2
1 1
r+= r-—
Ici : a2 = r b2= —T x0=0 yo=0
2 2
‘l Le transformé de C est une ellipse
3. Avec les résultats de la question 1°) on a :
2
—2X =r+£ soit 4x =(r+1)2
cosq r cosy r
2
On obtient de méme _4Y =(r -1)2
an g r
4X2 4y? 1 1
- 3 = (422 -(r-2y
cos?g  d9n?q r r
1 1 1 1
= [(rt=)+(r-=)]1[(r+=)-(r-=)]
r r r r
2
= 2r.—
r
4X2 4Y?
Ona - = = 4
COS an
o Xz Y? . 1
coq sn¥

Equation d’une hyperbole :

X2y .
;-E— ;icia=cos g etb=sinq
Si 2= k et 2= -k, les transformés sont confondus car
X2 Y2 _ X2 Y2
cosxy sSn¥ (cos(-q))?  (dn(-q))?
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