Mathématiques — BTS MAVA Calcul différentiel et intégral

TD1 - Intégration par parties — Proposition de correction

Calculer les intégrales suivantes (par parties)

0 - X
1= x+tl)e dx
-3

On pose uix) = x+1 on obtient: ux)=1
v'(x)=e* v(X)=-e*

0
| = [ (+1).6 e ) o,- OR(-€7)dX
-3

| =[(x+1).c e *)] %-[e ]2
| =[-(x+1).e "] °%-[e ] %

| = [ (-x-1)-1).e *] °,

| =[(-x-2).e ] °,

| = (-0-2).e °- (3-2).€ 3

Finalement =-2-e3

2 X
]= (‘j 2x+4) e dx
0

On pose u(x) = -2x+4 on obtient: u(x) =-2
v'(x)=e” v(x)=e”*
2
hY X
I=[(-2x+4).e*] 2- O 267X
0
2

J=[ (-2x+4).e *] 2+2 (X
0

J=[(-2x+4).e*] ;+2[e*] 5
I=[(-2x+6).e*] ;

J=(-2.2+6). € 2-(-2.0+6). e °

Finalement J]=2e’-6
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K = an(x+3)dx

Calcu

| différentiel et intégral

On pose {u’(x) =1 on obtient: { u((x) =x
v () =In(x+3) Vi) = =
X+3
° X
K=[xIn(x+3)] } - (‘)X—dx
[xIn(x+3)] SX+3
0
X+3-3
K=[xInx+3)] * - de
-3
‘x+3 3 d
K=[xInXx+3)] } - 9x+3_ 3
° 1
K=[xho+3)] - O 3'XT3dX
K=[xIn(x+3)] ;- [ x- 3 In(x+3)]
K =[(x-3).In(x+3)-x 1 }
K = (1-3).In(1+3) - 1 - (0-3).In(0+3) + 0
Finalement K=-2In4+3In3
L= O@lnxdx
1
On pose { u’(x) =x2 on obtient: { u(x) = %3
v (X) =In x v’(x) = 1
X

eX3
3 N
L:[X_mx]le_og—dx

3 19X

0

3 \
L=1Xmnx] - I Q%X

3 3.3

x3 1. x°
L=[Z=Inx]¢-=[ =]¢

[3 1; 3[ 3]1

x° 1
L=[—(nx- 2)]¢

[3( 3)]1

e 1 1 1
L=—(ne- =) -(=(@n1- =

3( 3) (3( 3))
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_fa- b et
L=Z0-2)-(G6 )

e’ 2 1
L= =—(=2) - (- =
3 3) ( 9)
Finalement _ 2°+1
3 L= 9
M= gyIntdt
1
2
On pose u’' ()=t on obtient: u(t)=%
, 1
v(t)=Int v (t):?
3t2
_ P s At
M—[Elnt]l 92_t
“t
_ it s _ Odt
M—[Elnt]1 105
t? 1. t?
M=[—Int]3-=[—=]
[2 1; 2[2]l
t? 1
M=[—(nt- =)] 3
[2( 2)]l
9 1 1 1
M= =(In3- =)- =(In1- =
2( 2( 2)
M=2In3-2+ 1 Finalement M= 2In 3-2
2 4 4 2
P
2
N = (ycod dt
0
On pose u( =t On obtient : u'@®=1
v'(t) =cost v () =sint
P
2
P Ag
N=[tsing ¢ - (ANt
0
P
2
POA g
N=[tsint] 7 + O SNtdt
0
P P
N =[tsint] 2 +[cost] ¢
N = (BsinE -0.sin 0) +(cos P _cos 0)
2 2 2
Finalement N = % -1
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p

Calcul différentiel et intégral

2
X . , . . .
O = (g cosxdx  On effectuera deux intégrations par parties successives.
_B
2

On pose ux)y=e* on obtient:

u’(x)=e”*
V' (X) =cos x vV (X) =sin x
P
P 2
O=[e*sinx] 2 - (¢"snxdx
e
2
On pose ux)y=e” on obtient: u’(x)=e”*
V' (X) =sin x v (X) =-cos X
P

O =[e *sin x] %ﬂ - ( [e *(-cos X)] %g' : “(- cosx)dx)

N
.
N |T

P P
O=[e*sinx] % -[e*(cosX)] ¢-
2

X
oosx dx

NII'U Q/ nfo

p

O =[e*sinx] 2 - [e *(-cos X)] 23-0

o N [T

Y

20 = [e*sin X] _2£+ [e *cos x] %
2 2
P

20 = [e*(sin x+cos X)] _23
2

p P
— n D (cin P p T e p p
20 =e 2(sin =4cos =)—e 2(sin (- =)+cos(- —
( 5 2) ( (2) ( 2)

P P
20=e 2(1+0)-e 2(-1+0)

3
2

,
N|T

20=e 2+e

Finalement o=¢&

Rq: O =ch % (voir formulaire - cosinus hyperbolique)
P

N\ AX ~
P= Oe an 4de. On effectuera deux intégrations par parties successives.
0

On pose { u(x)=ex

V' (X) =sin 4x

on obtient: { u’(x) =-ex

v (X) =- %cos 4x
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p
P=[e *(- %)cos4x] P -0 e'x(-%)cos4xdx
0

On pose{u(x)Z—e'X on obtient: {u’(x)z e
v'(X) =- %cos 4x

P=[e*( %)cos4x] » —([eC %) sin 4x] ! - p(‘,a'X(-1—16)51'n4xo|x)

1 1 . 1°% .
P=Je *(- =)cos4d4x]P? —-[—e *sindx] P —-— *9n 4xdx
[e*( 4) 16 [16 160 160CP
1 1 . 1
P=[e *(- Z)cos4x] P —-[=e *sind4x] P -—P
[e ¢ Z)cosdx] ~ [ 18-

1 1 1 .
P+ —_P=[-e*(=cosd4x+—sin4x)]?
G [ (4 16 )16

v (X) =- %sin 4x

17 1 1 . 1 1 .
—_ P=-eP(=cos4p +—sindp)-(e°)(=cosO0O+ —sin0
16 (4 P 16 P)~( )(4 16 )
17 1 1
— P=-eP(Z+0)+(=+0
1 (4 ) (4 )
_aP
EP:]' €
16 4
-p
F,:16(1—e )
4.17
Finalement P= 4(1'—6_’))
17
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TD2 - Intégration par changement de variable — Proposition de correction

Exercice 1

| = 03 +5 Onposera u=3x+5...

On pose u=3x+5 soit 1.du= 3.dx doncdx = %

Finalement l=—

d X2+2X
J= Q(X+1)e dx Onposera u=x2+2Xx...
On pose u = x2+2x soit du =(2x+2) dx donc du = 2(x+1) dx

J B B+ 2.1‘3u %
- Q+2.0 2

-e9 Finalement 5
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Mathématiques — BTS MAVA Calcul différentiel et intégral

0
K= 6 Vi+2 dt Onposera u=t+2
-1
Onposeu=t+2soit t=u-2 et du = dt
0+2

K = gu- 2)-/u du

-2

2 1
= (Ju- 2u? du
1
2 3 1
= (‘yz- 2u? du
1
1 §+1 1 1+1
:[3— 2 ]12—2[1—u2 ]12
41 —+1
2 2
2 2 2 3
=[ EUZ] f -2 [EUZ] 12
5 3 3
= 3_25 - 3_15_ 2 (2_25 - 2_13)
5 5 3 3
= 2722 (G472

= &_/E- E— %+ﬂ
5 5 3 3
Finalement K=" 1642 +14
15
1
- J1- X2
L= dl X) 1- 2 dx Onposera x=cost
-1
On pose x = cos t soit dx =-sintdt et t = Arc 0s x
Ar cos(l)
L = i cost)+/1- cos?t (- Snt)dt
Ar cos(- 1)

0
= (J1- cost)vsn2 (- snt)dt
-p
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Mathématiques — BTS MAVA Calcul différentiel et intégral
0

= ({l- cost)(- nt)(- snt)dtcarsint<Osur[-p;p] donc +/shz =-sint
pp
-P

0
= (J1- cost)(dn 2)dt
-P
0
= (§1- cost)(1- cos?t)dt car sin2t + cos?t =1
:
= (¥1- cos? - cost +cos’ t)dt
-p

0
1+cos2t
= 1- (———=)- cost +cos’t)dt
a1- ( > ) )

'P
+
= dl (1 COSZt) cost+(%0053t+gcost)dt car cos’t = %cos3t +§cost

(voir chapitre complexes — linéarisation)

0
= dé Ecost- EcosZt +1c033t)dt
52 8 2 4
=1 L. 2¢nt- Lenot+ Lanago
2 8 4 12 P

= (0-0-0+0)— ( %-o-ow)

Finalement =P
2
 [1-
M = ( T+x dx Onposera Xx=cost
On pose x =cost soit dx =-sintdt et t = Arcos x
Ar cos()
1- cost
M = 0 (- gant)dt
Ar cos() 1+COSt
_ 0 \/(1 cost)(1- cost) ¢ snt)dt
> | (1+cost)(1- cost)
2
0
. f(l cost)?
= —_— n t)dt
9 1- cos?t (-snt)
2
0
. ’(1- cost)?, .
= ~—— (- dnt)dt
cp) sn2t ( )
2
0 J(@- cost)z .
= (‘)(+t)(- snt)dt car sur [ 0] sint < 0 donc +sn2t=-gnt
- d9n
%
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°1- cost
o—

_B—snt
2

(- sin t)dt

0
(f1- cost)dt
b

2
; 0
[ t—sint] o

=(0—0)—(-%- (1))
=(-Z+1)

Finalement

4
N 1+

Onposex=t-2soit t=x+2

4-2
‘X+2+%M

(mz-gy(ml-m

In2- 3+3
2

1
~ dx

0 = Qrer1)2

On pose x =tant soitt = Arctan x

Arctan(l)

< (1+tan2t)dt
o = o Urtntd
Arctan(0) (tan t+ 1)
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Calcul différentiel et intégral

car sur [- %;O] 1-cost > 0 donc +/1- cos* =cost

On posera

et

Finalement

On posera

et

oo

X=t-2

dx =dt

— 3
N In2+2

X=tant

dx=1+tan2t= —1_

cos%

dt
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,BI°

dt

I I
, a0 o
+
'jg g
L

o

Cos2t

NI

= (‘yosztdt
0

p

_ “d+cos2t gt
= 070 >

1 1. L
=_[t+ =sin2t] 2
2[ 5 1

1.p . 1. p 1 .
= _[(Z+=sin22)-(0+ Z=sin0
2[(4 > 4) ( > )]

— p+2
=1kily Finalement 0= g
4 2
Exercice 2
o
w
11 Ot sn(wt) dt
0
On pose u=t On obtient u=1
v'=sin (v 1) v Z—i.cos(v t)
v
P
_ .t L1
I =[—cos(vt)]y-Q-—cos(vtdt
% oV
P
1 V\
= +— () cos (v t)dt
Voo
_ 1 .1 L
= + = [=sin (v 1)] ¥
vV Vv
1

- + 1 sinvory
V2

=1 (Posv Py-0cos0)+-L (sin(v Py—sin0))
vV Vv Y v 2 v
= %cos P +is|n P Finalement I = \%
\Y v 2
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P

2. = @t(cos( vit)+isgn(vt))dt
v .
= Qtcos(v t)dt +iQtsin( v t)dt)
0 0
|
|

On pose u=t On obtient
v'=¢e"'sin(v 1)

P
1 L1
J: t— WVt v - A _— |vtdt
[ iv ] 9|v
P
1 \"
J= -— 0 €''dt
iv ?
P
J= -l teny
1V v
P
J=__ - ( )Z[e‘“]v

1 iy o e o
I= 2 [ten] + [

Calcul différentiel et intégral

l=1Im(]J
On a bien ( )
u=1
—_ 1 ivt
v=—e
iv

1= P _er +—(e"’-1) On utilise ensuite e® =cos p +isinp =-1+i.0=-1

v 1 ivE
J=—(—ev 0.e)+—(e v -eY
v \ v 2
1= = (Ber)+(er-1)
v v 2
iv 2 v
J=—(1)+—(1 1)
iv 2
J:_p__ _i
v 2 v 2
J:
= ]___
(1)v2( )
J——£+i.£ On retrouve bien
v 2 v 2
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I=Im(J)=\% |

<
N




