Chapitre 1 LES NOMBRES COMPLEXES

Objectifs : prendre conscience de l'intervention des nombres complexes en analyse
(résolution d’équations différentielles) et sur leur utilisation en électricité / électronique.

1] REPRENSENTATION ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE :

1°) Définitions — propriétés :

L’ensemble des nombres complexes se note (]]:

Le nombreiesttel que: i2=-1

Un nombre complexe z se note sous sa forme algébrique z = a + iboua
et b sont des nombres réels.

Re (z) se prononce partie réellede z;Re (z) = a

Im (z) se prononce partie imaginairede z;Im (z) = b

| z | se prononce modulede z ; | z | = Vaz+b2.

z est I'affixe du point M(a ;b).

OM est le vecteur image de z.

Deux nombres complexes z = a + i bet zZ = a’ + i b’ sont égaux si et
seulementsia=a’ etb =Db’.

Les opérations somme et produit sur la forme algébrique se font comme
dans I’ensemble des réels (somme, produit etc.) avec i 2= -1.

Le conjugué de z se note z; z=a-ib

2°) Représentation séométrique :

Un point M d’affixe z = a + i b se place dans un plan complexe, ou I'axe
des abscisses correspond a I'axe des réels purs, celui des ordonnées a I'axe des
imaginaires purs, de la méme maniére qu'un point M de coordonnées
cartésiennes a et b
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3°) Lignes de niveau des fonctions associant Re(z) ou Im (z) az:

‘ Fonctions z+— Re(z)

Dans un repére (O; u; \7) la ligne de niveau D, de la fonction z+> Re(z) est
I’ensemble des points dont I'affixe a une partie réelle constante, c’est la droite
d’équation x = k.
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Les lignes de niveau de la fonction z+> Re(z) sont donc les droites paralléles a
I’axe des ordonnées.

Fonctions z+— Im (z) ‘

Dans un repere (O; u; \7) la ligne de niveau ?, de la fonction z+ Im(z) est
I’ensemble des points dont I'affixe posséde une partie imaginaire constante, c’est
la droite d’équationy = k.

Les lignes de niveau de la fonction z+> Im(z) sont donc les droites paralleéles a
I'axe des abscisses.

111 REPRESENTATION TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE :

1°) Définitions — propriétés :

Un nombre complexe z se note sous sa forme trigonométrique
z=r(cos ? + isin?)=1[r"?].

restlemoduledez;onar=|z| = \/a2+b2=\/z.
? est 'argument de z. § = mes (Ox, CTM)

a a

Cos ? = —— = —
A az+ b2 r

. b b
sin ? = ——= —

. [aZ + b2 r
Deux nombres complexes z = r (cos ?+isin ?)etz’ =1’ (cos ?’+i sin?’)
sont égaux si et seulement sir =r’ et ? = ?’ + 2k? (k entier relatif).

Le conjugué de z se note 7 ; E=r(cos ?-1isin?);z=1r-?]

2°) Représentation géométrique :

Un point M d’affixe z = [r,?] se place dans un plan complexe, ou I'axe des
abscisses correspond a l'axe des réels purs, celui des ordonnées a I'axe des
imaginaires purs, de la méme manieére qu’'un point défini par ses coordonnées
polaires r et ?

v
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On peut faire le lien entre la représentation algébrique et la représentation
trigonométrique :
z=a+ib et z =r (cos ?+isin ?)

On a donc Re(z)=a=rcos ?
et

Im(z)=Db=rsin?

3°) Lignes de niveau des fonctions |[z-a]| et arg(z-a) :

‘ Fonctions z+— |z-a| ‘

Si a est un nombre complexe admettant A pour image, la ligne de niveau Ck de la
fonction z > |z-a| est 'ensemble des points M d’affixe z tels que |z-a| =k (k>0)
c’est donc le cercle de centre A et de rayon k.

Les lignes de niveau de la fonction z > |z-a|] sont donc les cercles
concentriques de centre A.

Fonctions z+— arg (z-a) ‘

La ligne de niveau D7de la fonction z > arg (z-a) est 'ensemble des points M

d’affixe z tels que arg (z-a) = ?+2k? (?constant, k | Z.) L’angle (G ; m) est
constant donc D 7 est la demi droite d’origine A (non compris).

Les lignes de niveau de la fonction z+» arg (z-a) sont donc les demi-droites
d’origine A (non compiris).

4°) Notation exponentielle - Formules de Moivre et d’Euler :

On pose par définition ‘e '" = cos ? +isin ’?‘

Tout nombre complexe z = r (cos ? + i sin ?) peut donc se mettre sous la
i?

formez=re'’

On a alors :

i?

= L
Z=re i(7+7) ‘ Z_1I

‘zz’=rr’e

in?

i? Ly .
Comme (e'‘)"=¢e on déduit la formule de Moivre

‘(cos?+isin ?)“=(cosn?+isinn?)‘ ‘(ei?)“=e

puis les formules d’Euler

) i . ) i
cos?=¢e'" +e sin?=e'" - e’

2 2i

http://www.chez.com/christophetesti/ C.TESTI



1111 PROPRIETES COMMUNES :
1°) Addition de deux nombres complexes

Soientz, = a, + b,ietz, =a, + b, i.

A
1T M, (z))
€4 —» .
v,
R >
— _vl + Y,Z'”
Vv, M (z,+ z,)

M, (z)).
Siz, =a, + b,ietz, =a, + b, i sont les affixes respectives de M, et de

M,, donc de OMl1= Viet de OM2=V2, alors z, + z, est laffixe

deV1+V2.
L’addition de nombres complexes correspond a I’addition de vecteurs

2°) Nombre complexe conjugué :
Siz=a+ib, z= a-iDb, on démontre aisément les résultats suivants :
7+z'= 72+7' 727' = 7.7
On a également:
z+z =2a z-z=2ib zz =a?+ b2 = |z|?

3°) Inverse de z et quotient de deux nombres complexes :

Z - aa+bb 4 ; ba-ab
zZ a'z+h'2 a'z+b'2

Siz=a+ib,z’=a + iDb’, on démontre aisément les résultats suivants :

— a-ib
a2+b2

N [~

4°) Forme trigonométrique : produit et quotient :
Soientz =r(cos ? +isin ?)etz’ =1 (cos ?’ +isin ?’),on démontre et on

admettra les propriétés suivantes:
|2z’| = |z].]z’]
arg (zz’) = argz + argz’ + 2k? , k| YA
C.TESTI
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IV] RESOLUTION D’EQUATIONS :

1°) Résolution de z 2 = m avec m complexe :

Méthode trigonométrique :

Ona m=re9; onpose z=r.e?.

, . i r2=ry

Il faut alors résoudre le systéeme |
foa =q+k.2p

i ‘a
. =

i z,=Are 2

' Gy
I 15+
1z, =+re 2

Les images M, et M, de z, et z, sont symétriques par rapport a l'origine du
repere. Voir exercice 4 du TD1

On trouve les deux solutions

Méthode algébrique :

Ona m=a+jb; onpose z=x+jy .
I x2.y2=a o Re (z2) = Re (m)

| 2) =
Il faut alors résoudre le systéme j 2xy =b e Im(z?) = Im(z)

M (3) 72| = [ m
A 2] = | m|

En réalisant @ +®, on élimine y2, ce qui permet d’obtenir deux valeurs pour x que
I’on injecte ensuite dans @.

On trouve alors deux solutions opposées.

2°) Résolutiondeaz?2 + bz + c (a, b, c réels) :

On calcule D=b? - 4ac puis on résout l'équation d? =D qui admet deux solutions
d; et d, opposées.

On démontre et on admettra le théoréme suivant :

L'équation az2+bz+c=0 admet pour solutions :

- b+ - b+d
:ﬂ et 22:—2

yA
! 2a 2a

Rq : les formules ci — dessus sont identiques a celles que vous avez déja rencontrées,
puisque I'on a d? =D soit di=+~/Det d2=- N>)
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V] TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES :

1°) Transformation ( T ) définieparz’=z + b :

Sib= a+ iR alors ( T) est la translation de vecteur V (a ; RR)

2°) Transformation ( T ) définie par z'=z :

‘ (T) est la symétrie orthogonale par rapport a (Ox).

3°) Transformation ( T ) définie par z’=a z :

‘ (T) est la similitude de centre O, de rapport |a| d’angle ?=arg a.

Rqg: (T) revient a effectuer :

1. Une rotation de centre O et d’angle ?.
2. Une homothétie de rapport |a|.
ou
1. Une homothétie de rapport |a|.
2. Une rotation de centre O et d’angle ?

4°) Transformation ( T ) définie par z’=1/z :

‘ (T) est 'inversion complexe

Si M (z) et M'(

N [—

) est I'image de M par (T), M est tel que :

> Les demi-droites [OM) et [OM’) sont symétriques par rapport a
(Ox).
» OMOM’ = 1.
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ﬁ TD 1 - APPLICATION DU COURS &

Exercice 1 - Forme trigonométrique — Notation d’Euler

Déterminez le module et un argument des nombres complexes suivants (valeurs exactes) que
vous mettrez sous la forme trigonométrique en utilisant la notation d’Euler.

a) z=1+i byz=-1-i c)z=-5i

d)z=—1—i\/§ e)z=—\/§+i f)z=cos%—isin%

Exercice 2 - Passage de la forme trigonométrique a la forme algébrique

Soit un nombre complexe z de module r et d’argument(. Ecrivez z sous la forme algébrique
dans les cas suivants (on cherche donc a écrire z = a + ib) :

0 0 1 -0

r=3etq = — b)r=2etq = — Qr=—etq=—
a) 49=% ) 4= ) 5 ta 3
50 e s 13

dr=1etq = T e)r=2etq = 2,15 (valeurs approchées a 10 )

Exercice 3 - Résoudre dans C les équations suivantes (Résultats sous forme
algébrique)

19 (1+4+3i)z+2-4i=0

290 z4+1=(z-1)(1+1i)

Exercice 4 - Résoudre dans C les équations suivantes (Résultats sous forme
algébrique)

a) zz2=5+12i b) z2+2z+1-i =0

cz2-3+2i)z+1+3i=0 dz2+2(1+i)z-5(1+2i) =0
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E&%ﬁ TD 2 — APPLICATION DU COURS \Af;'/;

Exercice 1 - Utilisation des formules de Moivre et d’Euler

En utilisant les formules de Moivre et d’Euler, on vous demande de linéariser les expressions
suivantes :

1°) cos > ?

2°) sin *?

Rq: linéariser consiste a écrire I'expression sans utiliser d’exposant.
Exercice 2 - Nombres complexes et géométrie

Dans un plan complexe P, a tout point m d’affixe z = x + iy on fait correspondre le point M
daffixeZ=(z+ 1 +1i)(zZ-1)

1. Trouver z tel que Z = O.
2. Mettre Z sous forme algébrique en fonction de x et y.

3. Déterminer 'ensemble E des points m tels que Z soit un imaginaire pur. On donnera
I’équation cartésienne de E.

Exercice 3 - Nombre complexes et représentation géométrique

Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (O; G ; \7).

1. Quel est I'ensemble E des points M d’affixe z tels que | z | = 2 ? Représenter ( E ).
0
2. Quel est I'ensemble F des points M d’affixe z tels que argz = — Z ? Représenter ( F).

3. On appelle A le point image de 1 — 3 i et M I'image d’un nombre complexe z quelconque :

a) Placer A dans un plan complexe.

b) Quelle est I'affixe du vecteur AM ?

c) Quel est I'ensemble ( G )des points M d’affixe z tels que | z— 1 + 3i | =2 ? Représenter
(G). )
@]

d) Quel est 'ensemble H des points M d’affixe z tels que arg (z—1+3i)= - Z ? Représenter

(H).
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6% TD 3 — A REALISER EN AUTONOMIE ... "

Exercice 1
2z- 3

On consideére la transformation géométrique définie par z* = 1
2 -

1. Montrerquez’ =2 - 1

z-1
2. En déduire que z’ s’obtient a partir de z au moyen de transformations successives (On en
utilisera 4, la derniére étant z’= 2 + z3)

3. Dans un repére (O; G; \7), tracer le point M’ (z '), image de M (z)

Exercice 2

Dans le plan complexe, a tout point m d’affixe z non nulle, on fait correspondre le point M
d’affixe Z par la transformation définie par :

1 1
Z=>(z+ =
2(Z z)

—

Choisir un point m puis construire le point M (on prendra par exemple z = 1+i).
Onposez=re detz=X+1iY, exprimer X et Y en fonction der et ?.
Si m décrit le cercle C de centre O et de rayon R montrer que M décrit I'ellipse

2
4x2 + 4Y = 1. Quel est le transformé de C ?

R+l 1y
R (R R)

wN

d’équation

4. Si m décrit une droite passant par O, montrer que M décrit I’hyperbole d’équation

X2 Y?2
cosq sny
Que remarque -t — on pour les transformées des droites définies par ?= ket ?= -k ?

On donne pour les questions 3°) et 4°) les équations suivantes :

X- X0)2 - Yy0)>?
Equation d’ellipse ( 9) +(y ZyO) =1

a2 b
XZ y2
Equation d’hyperbole I
az bz
_9.

http://www.chez.com/christophetesti/ C.TESTI



RESULTATS - ELEMENTS DE REPONSE DES TD

T 1l
Exercice 1
P 3 p P

a)\/E.e‘Z b)\/E.e“_A‘,)_ c)5.e 'y d)Z.e"% e)Ze'% f z=e 'y,
Exercice 2

a)3£+§i b) V2 +i/2 c)l- iﬁ d)-ﬂ—iﬂ e) -1,095 + 1,674 i

2 2 4 4 2 2

Exercice 3

1y S={1+i} 2y S={1-2i}
Exercice 4
a) S = {(3+2i); (-3-2i)}
b) D =4i S={(-1+£+i£);(-1-£-i£)}

2 2 2 2
) D=1 S={(24+ i); ({1 + i}
d) S={(2+ i);((-4-30)}
D 2

Exercice 1

cos3?=£c053q+§cosq sin4?=lcos4q—lc052q +§

4 4 8 2 8

Exercice 2
19 S={(1-);-i}
2°) X=x?2+x+y2+2y+I1 et Y=-y-1

3°) (E) est le cercle de centre C (-% ;-1) et de rayon %

Exercice 3
1°) (
2°) (
39

E) estle cercle C (0 ;2)
F):y=-x,x>0
(G) est le cercle de centre A (1-3i) et de rayon 2
(H):y=-x-2,x>1
D 3

Exercice 1

—>
2°) z, : Translation de vecteur u1(7>;0) z, : Inversion complexe z; : Symétrie par rapport a
I'origine puis z, : Translation de vecteur u, (2 ;0)

Exercice 2
2°) Une ellipse 3°) Une hyperbole ; ?= Tk, les transformés sont confondus.
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